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Abstrakt. Clanek pojednava o problémech pohybu po grafu. Tyto problémy
predstavuji abstrakci pro lohy, kdy je tfeba naplanovat pohyby jistych mobil-
nich entit, jeZ maji za kol se V daném prostiedi pfesunout ze zadaného poca-
te¢niho na zadané cilové misto. Pfitom je tfeba vyhybat se vzajemnym kolizim
a piekazkam. V této praci je pozornost upfena na ziskavani znalosti o feSenich
produkovanych existujicimi metodami. Byl vyvinut vizualizaéni nastroj pro
komfortni pozorovani ¢asového prubéhu vyprodukovanych feseni. Na zakladé
ziskanych znalosti byla navrzena opatfeni vedouci k dalsimu zkvalitnéni feseni.
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1 Uvod a motivace

Problémy pohybu po grafu [2, 5] predstavuji zakladni abstrakci k fadé teoretickych i
realné fesenych uloh. Klasicka uloha, kterou lze abstrahovat jako pohyb po grafu, se
odehrava v néjakém prostiedi, kde se pohybuji jisté mobilni entity (napfiklad roboty).
Kazdé entita pfitom ma zadanou po&ateéni a cilovou pozici. Ukolem je naplanovat
pohyby entit v ¢ase tak, aby se kazda entita dostala ze své pocate¢ni do cilové pozice.
Pritom se entity museji vyhybat pfekazkam v prosttedi a nesmi spolu kolidovat.

Zakladni abstrakce respektive diskretizace takové ulohy vypada tak, ze prostiedi
je modelovano jako neorientovany graf, kde vrcholy reprezentuji mista v prostiedi a
hrany volnou cestu mezi misty, kterym odpovidaji vrcholy hranou spojené. Rozlozeni
entit v prostfedi je potom abstrahovano jako prosté zobrazeni mnoziny entit do mno-
ziny vrcholu grafu (tj. v jednom vrcholu se nachazi nejvyse jedna entita), pfitom ale-
sponi jeden vrchol grafu ziistava volny, aby byl umoznén pohyb entit. Entita se mize
presunout do volného vrcholu, tim je dana dynamicita abstrakce.

Jak jiz bylo naznaceno, mnoho realnych uloh lze interpretovat jako pohyb entit po
grafu. Prikladem muize byt klasické planovani pohybu pro mobilni roboty v dvouroz-
mérném prostiedi. Obecné Ize u té€chto uloh fici, Zze pohyby robotli (entit) v prostiedi
jsou tim komplikovanéj$i, ¢im méné volného prostoru prostiedi obsazené entitami
(roboty) obsahuje. Zatimco u prostedi s velkym volnym prostorem lze pouzit jedno-
duché algoritmy pro planovani nejkratsich cest v grafu [9], v prostiedich, kde je obsa-
zenost vysoka, je nutné pracovat pomoci pokrocilejsich metod.
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Jako problém pohybu po grafu 1ze formulovat také fadu hlavolami. NejznaméjSim
zastupcem je ziejmé tzv. Lloydova patndctka (15-puzzle) [4, 10]. V praxi mohou byt
entity pfedstavovany i pasivnimi objekty — prikladem je pfeuspotfaddani kontejnerti ve
skladu. V této problémové oblasti vskutku bylo vyuZito vySe zminéné grafové abs-
trakce (pfesun kontejnert v pfistavu), avSak aplikovany fesici algoritmus nebyl skalo-
vatelny vzhledem k poétu pohybujicich se entit [5]. Mnoho tloh z virtualnich prostie-
di lze také nahlizet jako pohyb po grafu - planovani pienosu dat, kde entita je repre-
zentovana datovym paketem. V neposledni fadé je nutno zminit virtualni prostedi
strategickych pocitatovych her, kde je nutné planovat pohyby skupin jednotek.

Na vyfteseni abstraktni podoby tlohy jiz dnes existuje né€kolik metod. Tato prace
se zaméfuje predev§im na feSici metody popsané v ¢lancich [6, 7]. Tyto metody
V soucasnosti predstavuji nejlepsi fesici algoritmy pro tfidu problémut, kde graf mode-
lujici prostiedi je 2-souvisly a pocet entit je linearni vzhledem k poctu vrcholi grafu.
Presto 1ze vyslovit hypotézu, ze feSeni generovana témito algoritmy jsou zatiZzena
jistymi redundancemi. Ovéfteni této hypotézy, respektive odhaleni a naprava zmito-
vanych redundanci feSeni jsou hlavnimi pfinosy této prace.

Cilem tedy je prozkoumat feSeni problému relativné netrivialni velikosti — graf
obsahuje desitky vrcholii a feSeni stovky pohybu. Takova feSeni evidentné nelze
zkoumat ru¢né. Navic je tfeba si uvédomit, ze pfedem nebylo jasné jaké redundance
v feSenich vibec hledat (existovalo pouze podezieni). Byl proto navrzen komfortni
nastroj GraphRec [3], ktery umoziuje feSeni problémd pohybu po grafu zkoumat
vizualng. Ukolem néstroje GraphRec je automaticky nalézt vhodné nakresleni grafu
modelujiciho prostfedi a v ¢ase vizualizovat dané feSeni problému nad timto grafem.
Pfitom musi byt vyzkumnikovi umoznéno komfortni pozorovani pribéhu feseni.

Uzitim nastroje GraphRec se podafilo v feSenich generovanych metodami z [6, 7]
odhalit n€kolik druhti redundanci. V této praci jsou rovnéz navrzeny a vyhodnoceny
postupy, jak nalezené redundance odstranit, coz pfinasi dalsi zvyseni kvality feSeni.

Struktura ¢lanku je nasledujici. Nejprve je formalné popsana hlavni varianta pro-
blému pohybu po grafu a feSici algoritmus S tim, ze jsou diskutovany mozné pii¢iny
nizsi kvality produkovanych feseni. Dalsi sekce je vénovana popisu vizualiza¢niho
nastroje GraphRec. Poté jsou algoritmicky popsany postupy na zkvalitnéni feSeni.
Nakonec je experimentalné ukazan piinos navrzenych zlep$ujicich postupt.

2  Problém pohybu kamenu po grafu

Zakladni varianta problému pohybu po grafu je v literatufe znama jako pohyb kamenii
po grafu (pebble motion on a graph [2, 10]). Roli entity zde hraje kdmen. Uloha je
zadana neorientovanym grafem, pocatenim a koncovym rozloZzenim kamend ve
vrcholech grafu. V kazdém vrcholu se vzdy nachazi nejvyse jeden kdmen a alespon
jeden vrchol grafu je vzdy volny. Cilem je nalézt pro kazdy kamen sekvenci pohybi,
pomoci niZ se kamen piesune z dané pocatecni do dané cilové pozice. Dovolen je
pohyb mezi vrcholy spojenymi hranou, kde cilovy vrchol je v okamziku zahéjeni
pohybu volny a zadny jiny pohyb ve stejném okamziku nema za cil totozny vrchol.

Nasledujici definice podava formalni popis problému pohybu kament po grafu.
Problém a jeho feseni je ilustrovano na obrazku 1.



Reseni pohybu kamend
po grafu, kde P={1,2,3}
M1=[V1, V4, V7, Vs, Vg, Vg, Vo]
§=7 M2=[V2, V2, V1, Vi, V7, Vs, Vs]
M3=[V3, V3, V3, V2, V1, Va4, V7]
Krok:1 2 3 4 5 6 7

Obr. 1. llustrace problému pohybu kamenii po grafu. Ukol je piesunout kameny z po&ateéni-
ho rozmisténi zadaného funkci S9 do cilového rozmisténi zadaného funkci Sf. Je ukazano
feSeni délky 7.
Definice 1 (problém pohybu kamenii po grafu). Necht' je dan neorientovany graf
G = (V,E) a mnozina kament P = {pl,pz,. ,pu} kde u < |V|. Pocateéni rozloZeni
kamenii ve vrcholech grafu necht je dano pomoci prosté funkce S9:P — V (tj.
S3(p) # S8 (p]) pro i,j = 1,2, ..., u, kde i # j), cilové rozlozeni kament ve vrcho-
lech necht je dano pomoci prosté funkce Si:P — V (tj. SF(p) # S§ (pj) pro
i,j=12,..,u, kde i # j). Problém pohybu kamenii po grafu je Gloha najit ¢islo £ a
posloupnost pohybli reprezentovanou ]ako posloupnost vrcholt M, = [mf,m},
] pro kazdy kamen p € P, kde m! € V pro i = 1,2,...,&, pro kterou plati:

= Sp(p) m] =S§ () a bud {m{,m{,}€E, nebo mp = mf’ﬂ pro i=
1 2 ..,& — 1. Navic je Vyzadovano aby posloupnosti vrcholt M, = [ml, mz, . ]
a M [ml,mz, . mf] pro kazdé dva kameny p € P a q € P takové, ze p ;t q,
splnovaly, ze m 1 F m proi=1,2,..,& — 1 (cilovy vrchol pohybu musi byt vol-
ny)am? =m! proi= 1 2,..,¢& (zadne dva kameny nejsou soucasné presouvany do
ste]neho cﬂoveho vrcholu). o

Pro praktické aplikace je dilezita kvalita Feseni. Typicky je vyzadovano, aby ¢islo
& nebylo neumérné velké. Pozadovat nejkrat§i mozné (optimaini) feSeni problému je
NP-tézka uloha [4]. Proto je Casto nutné hledat kompromis mezi kvalitou feSeni a
¢asem na jeho zkonstruovani. Nejsou-li na feseni kladeny Zadné kvalitativni poZzadav-
Ky, patii Gloha nalezeni takového feseni do tiidy P [10]. OvSem feSeni vygenerovana
postupy prokazujici piislusnost Glohy do tfidy P se vyznacuji velkou délkou a pro
praxi nejsou vhodna. Jiné metody zaloZzené na Casov€é naroéném prohledavani stavo-
vého prostoru [5] sice naleznou optimalni feSeni, ale jsou pouZitelné jen pro malé
instance problému. Metody generujici relativné kvalitni feSeni problému pfi zachova-
ni nizkych Easovych naroki jsou popsany v [6] a [7]. Reseni produkovana pravé témi-
to metodami budou podrobena navrzenému vizualizacnimu nastroji za Ucelem jejich
dalsiho zkvalitnéni.

3 ReSeni problémii pohybu po grafu

Na tomto misté je tfeba alespon stru¢né vysvétlit zdkladni postup feSeni problémut
pohybu po grafu, aby bylo lépe vidét, jakou strukturu produkované feSeni maji Nej-
graf modelujici prostiedi je 2-souvisly. Nasledujici definice pojem 2-souvislosti pies-
né¢ vymezuji.



Definice 2 (souvislost, 2-souvislost). Neorientovany graf G = (V,E) je souvisly,
jestlize |V| = 2 a pro kazdé dva rtizné vrcholy u, v € V existuje cestameziuav v G.
Neorientovany graf G = (V,E) je 2-souvisly, jestlize |V| = 3 a pro kazdy vrchol
ueVijegrafG' = (V —{u}, En{{v,w}lv,w € VAV £ uAw # u}) je souvisly. o

Dutlezitost této tiidy problémi je dana hlavné tim, Ze problémy patiici do ni jsou
téméi vzdy fesitelné. Navic je prostiedi v realnych ulohach typicky abstrahovano jako
graf, jehoz nakresleni odpovidd mfizce, kde n€které vrcholy jsou vynechané. Takovy
graf je ve vétsing pripadi 2-souvisly.

Pokud 2-souvisly graf obsahuje alespon dva volné vrcholy a nejedna se o kruzni-
ci, pak je kazdé cilové rozlozeni kamenti dosaZitelné z kazdého pocate¢niho rozlozeni
[6]. Pokud graf obsahuje pouze jediny volny vrchol, 1ze jej bez Gjmy na obecnosti
fixovat (v souvislém grafu lze libovolny vrchol sekvenci tahli uvolnit). V takovém
piipad¢ Ize cilové rozloZeni kamenu vii¢i pocate¢nimu chapat jako permutaci. Permu-
tace se nazyva suda, pokud lze vyjadrit jako sloZzeni sudého poc¢tu vymen prvki. Jinak
se permutace nazyva licha. Plati, Ze permutace je bud’ suda, nebo licha (nikoli oboji).
Pokud je cilové rozlozeni kamenti sudou permutaci vzhledem k pocate¢nimu rozloze-
ni, pak je problém vzdy fesitelny. Pokud cilové rozlozeni kamenti viici pocatecnimu
odpovida liché permutaci, pak je problém fesitelny pravé tehdy, kdyz graf obsahuje
kruznici liché délky. Tyto vysledky jsou detailné¢ komentovany v [10]. Da se fici, Ze
ptipad s pouze jednim volnym vrcholem piedstavuje nejvice restriktivni situaci. Resi-
ci algoritmy se soustied’uji pfedev§im na tuto situaci, pfipad s vice volnymi vrcholy je
diskutovan pozdéji.

Obecny ptipad problému pohybu kamend po grafu, kdy graf modelujici prostredi
neni nutné 2-souvisly, se fesi s vyuzitim algoritmii pro 2-souvisly piipad. Nejprve je
zkonstruovan rozklad grafu na strom 2-souvislych komponent. Poté jsou kameny
presunuty do svych cilovych 2-souvislych komponent, coz ovSem nemusi byt vzdy
mozné. Nakonec se v ramci jednotlivych 2-souvislych komponent pouZzije algoritmus
pro 2-souvisly pfipad.

Pro navrh fesicich algoritmt je klicova induktivni konstrukce 2-souvislych graft
pomoci piidavani uch ke grafu [8]. Necht' je dan graf G = (V, E), ucho vzhledem ke
grafu G je posloupnost vrcholi L = [u,xq,x3,...,%;,v], kde w,v €V a x; € V pro
i=12,..,1 (je dovoleno, aby [ = 0). Vysledkem piidani ucha L ke grafu G je graf
G =W ,E) kde V' =V U{x;,x,...,x6} abud E = E U {{u,v}} pro | = 0, nebo
E =EU{{ux},{x, %} ... x_1,x} {x,v}} pro | >1. Kazdy 2-souvisly graf
G = (V,E) lze zkonstruovat z kruznice pomoci posloupnosti operaci ptidani ucha.
Plati, Ze posloupnost uch ke konstrukci grafu lze efektivné urcit v ¢ase O(|V| + |E|).

3.1 Resici algoritmus BIBOX-0

Resici algoritmus BIBOX-6 [7], ktery je struéné piipomenut v této sekci, fesi ptipad
pohybu kamenii po grafu, kdy graf je 2-souvisly a obsahuje pravé jeden volny vrchol.
Jak je ukazano v [7], BIBOX-6 je pro popsanou téidu problémi v soucasnosti nejlep-
$im algoritmem z hlediska kvality generovanych feSeni a narokd na cas. Z tohoto
divodu jsou v této praci studovana feseni produkovana prave timto algoritmem.

V prvni fazi prace algoritmu je nalezena kruznice a posloupnost uch, ze kterych
lze dany graf zkonstruovat. Bez jmy na obecnosti lze pozadovat, aby se v cilovém



rozloZeni kament volny vrchol nachazel v pocateéni kruznici rozkladu. Algoritmus
poté postupuje induktivné od posledniho ucha rozkladu az k pocatecni kruznici a

prvnimu uchu.
Pfi umistovani kamenii vramci A
1~
[-] (-]
]
b1
2-souvisly zbytek

ucha se uplatiuji dvé zakladni vast-
nosti: (i) v souvislém grafu, ktery ob-
= B

sahuje alesponi jeden volny vrchol, Ize

libovolny vrchol uéinit volnym; (ii)

v 2-souvislém grafu saspon jednim C

volnym vrcholem lze libovolny kdmen L~
ptesunout do libovolného vrcholu [6]

(rozmisténi ostatnich kament pfitom M &? N
ale zachovano neni). Zvoli se orientace
ucha. Prvni vrchol ucha (tj. vrchol, kde

E = =

je ucho pfipojeno ke zbytku grafu) je
uvolnén. Déle jsou postupné zpracova-
vany kameny, jejichz cilové pozice
jsou na druhém az predposlednim
vrcholu ucha.

2-souvisly zbytek

2-souvisly zbytek

Dalsi umistovany kamen je presu-
nut do koncového vrcholu ucha. Zde je
tieba rozlisit ptipad, kdy se cilovy

Obr. 2. Postup zdsobnikového umistovani ka-
menit na cilové pozice vramci ucha. Cast A
ukazuje cilové rozlozeni kamend. Casti B a C

ukazuji postup zatazeni novych kamenti do ucha
v piipadé, e se nachazeji mimo ucho. Casti D a
E ukazuji zafazeni kamenu, jestlize tento se jiz
v uchu nachézi. Cast F ukazuje zévére¢né krok,
kterym kameny dosdhnou svych cilovych pozic.
Zeleny vrchol je volny.

kamen jiz nékde v uchu nachazi a pfi-
pad, kdy nikoli. Je-li kdmen mimo
ucho, Ize jej podle vlastnosti (ii) presu-
nout do koncového vrcholu ucha (pfi-
tom Kkpohybim dojde pouze v
podgrafu bez ucha). Nachazi-li se
kamen v uchu, je nutné jej posloupnosti pohybu, které zptisobi rotaci kamenti smérem
K prvnimu vrcholu ucha, pfesunout mimo ucho. Dale se postupuje jako v prvnim
pfipadé. Po umisténi kamene v poslednim vrcholu ucha se provede posloupnost po-
hybu, ktera zpusobi rotaci kament o jednu hranu smérem k prvnimu vrcholu ucha.
Cely postup je ilustrovan na obrazku 2.

Po zpracovani vSech kament pro dané ucho je tfeba fesit tlohu stejného typu pro
graf bez pravé zpracovaného ucha. Tento graf je opét 2-souvisly, postupuje se tedy
stejné. Pro pocateéni kruznici a prvni ucho rozkladu vsak uvedeny postup nelze apli-
kovat. Algoritmus proto pouziva databdzi vzorii, ktera obsahuje optimalni posloup-
nosti tahtl pro transpozice dvojic a rotace trojic kamend. Pomoci transpozici a rotaci
trojic 1ze obdrzet libovolnou respektive sudou permutaci kamenti v ramei pocatecni
kruznice a prvniho ucha [10].

v rve

3.2 Vlastnosti a pri¢iny nedostatki produkovanych FeSeni

Plati, ze délka feSeni generovaného algoritmem BIBOX-6 pro problém s grafem
G = (V,E) je 0([V|*) [6, 7]. Jestlize je tikolem vyfesit problém pohybu kamenti po
2-souvislém grafu, kde je vice nez jeden vrchol volny ¢i podstatna ¢ast vrcholu je



volnych, postupuje se tak, Ze volné vrcholy az na jeden jsou obsazeny fiktivnimi
kameny. Modifikovany problém je poté vyfeSen algoritmem BIBOX-6.
Z vyprodukovaného feSeni jsou nasledné odfiltrovany pohyby fiktivnich kament [6].
Pii takovém postupu ziskavani feSeni problémi s mnoha volnymi vrcholy hrozi
vznik redundantnich pohybd, které mohou zbyte¢né prodluzovat feSeni. OvSem tento
vyrok je tfeba chapat jako hypotézu, kterou je teprve nutno ovérit. Stejné tak pojem
redundantni pohyb neni zatim pfesné vymezen a je predmétem dal§iho zkoumani.

4 Nastroj pro vizualizaci FeSeni

Ovéfovani a zkoumani kvality feSeni se ukazalo byt obtizné bez jisté automatizace.
Byl proto vytvoien softwarovy nastroj GraphRec [3], ktery umozZiiuje pomoci anima-
ce vizualizovat vygenerovana feSeni pohybu entit po grafu a poskytuje komfortni
funkce pro usnadnéni pozorovani pribéhu feSeni v ¢ase. GraphRec je dostupny na
adrese: http://www.koupy.net/graphrec.php. Podobny nastroj dosud nebyl k dispozici.
Vétsina existujicich vizualizaénich nastroj pro praci s grafy, jako je naptiklad Gra-
phviz [1], problémy pohybu po grafu vibec nereflektuji.

4.1 Pozadované vlastnosti nastroje

Dulezitym piedpokladem pro piehlednou vizualizaci feSeni je kvalitni nakresleni
grafu. Kvalitné nakresleny graf by mél obsahovat maly pocet kfizicich se hran a vzda-
lenost jednotlivych vrcholti by méla byt tmérna jejich hranové vzddlenosti (tj. délce
cest mezi nimi).

Hlavnim tkolem nastroje je animovat pohyby entit v jednotlivych ¢asovych kro-
cich feseni. Ovladani animace pfitom musi byt natolik vyspélé, aby vyzkumnikovi
umoziiovalo pohodlné pozorovani. To znamend, ze musi nabizet krokovani a rychlé
preskakovani mezi libovolné vzdalenymi ¢asovymi kroky. Pti zkoumani konkrétniho
casového kroku muize byt také zZadouci zpomaleni animace. Vysoké naroky jsou kla-
deny i na nazornost animace. Pohyby entit je potfeba zvyraziiovat, aby nedoslo
k jejich ptehlédnuti. M&ly by byt rozlisitelné entity v cilovych a necilovych pozicich.

4.2  Popis funkci vizualiza¢niho nastroje

GraphRec pro nakresleni grafu pouzivad modifikovanou verzi silového algoritmu [1],
kde fyzikalni interpretace grafu je takova, Ze vrcholy jsou povazovany za odpuzujici
se télesa a hrany za natazené pruziny mezi nimi. Algoritmus se diky své fyzikalni
povaze chova velmi intuitivné a umoziuje dostatecné rychlé interaktivni kresleni pro
grafy obsahujici desitky az stovky vrcholl. Prubéh kresleni je ilustrovan na obrazku
3. Protoze automatické nakresleni nemusi ve vSech pfipadech stait pozadavkim
uzivatele, GraphRec umoznuje také pokro¢ilou manualni Gpravu pozic vrcholi.
Zvyseni ptehlednosti je docileno obarvenim grafu a entit. Riiznymi barvami lze
zvyraznit sledované entity nebo rozliSit skupiny entit. Barevné jsou také odliSeny
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entity, které dosahly své cilové pozice a jiz se dale nepohybuji. Moznosti barevného
zvyraziovani entit a grafu ilustruje obrazek 4.
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Obr. 3. Automatické rozvrhovani pozic vrcholii (kresleni grafu). Levy obrazek ukazuje poca-
tecni nahodné usporadani. Na pravém obrazku je jiz graf znateln¢ vice uspofadany a zacind
pfipominat pravidelnou miizku, ve které se nakonec ustali.
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Obr. 4. Barveni entit a grafu. Oba snimky ukazuji miru, do jaké lze ovliviiovat obarveni jed-
notlivych ¢asti grafu. Fialové entity na levém obrazku se nachazi ve svych cilovych pozicich,
zelené entity se oproti tomu budou jesté¢ dale pohybovat. Na pravém obrazku je zase vidét
barevné odliSeni dvou skupin entit, které si v prubéhu feSeni prohodi své pozice.
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Obr. 5. Animace pohybii entit. Levy obrazek ukazuje, jak zvyraziiovani pohybu pfispiva ke
zvySeni prehlednosti animace. Na pravém obrazku jsou srovnavany pribéhy dvou rtznych
feseni pro tentyz problém.

Vizualizace pohybu je feSena podobné jako piehravani filmu ve video piehravadci.
Uzivatel nejprve specifikuje animacni krok na ¢asové ose a nastavi rychlost prehrava-
ni. Animaci Ize potom spoustét, pozastavovat nebo krokovat. Trajektorie entit je zda-
raznéna podkladovou barvou. GraphRec dovoluje animovat pohyb na nékolika gra-
fech zaroven, coz umoziuje porovnani kvality dvou riiznych feSeni téhoz problému ¢i
zkoumani rtizné miry paralelismu. Pribéh animace je ilustrovan na obrazku 5.



4.3  Odhaleni redundanci v produkovanych FeSenich

Vizualizace feSeni se ukdzala jako G¢inny zpusob, jak hledat v feenich redundance
pfedem neznamé povahy. Pokud totiZz neni znamo, jak redundance vypadaji, je tézké
navrhnout postupy na jejich automatickou detekci a eliminaci. V prvotni fazi je tedy
potfebna analyza ¢lovékem. Pro lidské vnimani je nejvhodnéjsi zpisob prezentace
feSeni pravé prostfednictvim vizualizace. Znalost vizualni podoby problému pomaha
vyzkumnikovi pochopit kontext pohybti a rozhodnout o jejich piinosu &i naopak kon-
traproduktivité vzhledem k feseni jako celku.

4.4  DalSi vyuziti vizualiza¢niho nastroje

GraphRec dale nabizi funkci validace, ktera umoziiuje ovéfovat spravnost feSeni
problému (viz. definice 1). Ovéfovani spravnosti feeni je primarné uréeno pro zajis-
téni konzistence animace, jestlize vstupni feSeni obsahuje pohyby, které odporuji jeho
definici. Funkce validace ale také piedstavuje ucinny prostifedek pro ladéni algoritmii
pro feseni problémi pohybu po grafu.

GraphRec lze chapat i jako prezenta¢ni nastroj. Béhem animace je umoznéno
vytvaret kvalitni rastrové nebo vektorové snimky. Program také podporuje zachyta-
vani animace do nejpouzivanéjsich video format. Obrazky a videa mohou dopliiovat
dokumentaci a prezentaci problémi pohybu po grafu naptiklad pii vyuce.

5 Opatreni k odstranéni redundanci v FeSenich

Pomoci nastroje GraphRec bylo odhaleno nékolik druhti redundanci v ramei genero-
vanych feseni. V nasledujicich sekcich budou tyto redundance formalné popsany a
budou navrzena opatieni na jejich odstranéni. Pro uvazovani o redundancich je vhod-
né pracovat S tvarem feseni, kde mezi dvojici po sobé nasledujicich ¢asovych kroki
dochazi pravé k jednomu pohybu. Popsany algoritmus BIBOX-6 produkuje feSeni
pravé v této form&. Redeni tohoto tvaru se da nahlizet jako posloupnost pohybii, kde
potadi pohybti odpovida ¢asovym krokiim jejich zahajeni.

Zapis k;:u; = v; bude oznaCovat pohyb kamenu k; z vrcholu u; do vrcholu v;
zahajeny V ¢asovém kroku i. Pohyb je netrividlni, kdyz u; # v;. Formalné je feSeni
posloupnost netrivialnich pohybti @ = [k;:u; » v;|i = 1,2, ...,& — 1] (pfedpoklada
se také soulad s definici 1). Z prostorovych diivod budou tvrzeni o korektnosti od-
stranéni dale definovanych redundanci ponechdna bez ditkazu. Stejn€ tak bude bez
dikazu konstatovana vypocetni slozitost algoritmi na eliminaci redundanci.

5.1 Odstranéni inverznich pohybu

Definice 3 (inverzni pohyby). Pohyby k;:u; - v; a kjjq:ujyq = viyq Pro i€
{1,2, ..., & — 2} se nazyvaji inverzni, jestlize k; = ki1, W; = Vip1 @V, = Uj4q. O



Algoritmus 1. Odstratiovani inverznich pohybt.

function EraselnverseMoves (®): sequence

1: do

2. | ne@

3: let [kli u, = vy, kz: Uy = Uy, ..., kf—l: U§_1 - v{—l] =
4: fori=12,..,&—1do

5: ‘ if k;:u; > v; ak;yq:u;41 = Vi jsou inverzni then
6: D nenU ki - v kiU = Vi)

7: [OREORy]

8: whilen = @

9: return @

Lze pozorovat, ze
dvojici inverznich po-
hybl je mozné z feseni
vynechat, aniz by toto
vynechani mélo dopad
na platnost feSeni. Je
vSak tieba si uvédomit,
7ze Odstranéni dvojice
inverznich pohybi
zfeSeni muze mit za
nasledek vznik nové
dvojice inverznich

pohybii. Je tedy nutno inverzni pohyby z feSeni odstranovat az do okamziku, kdy

feSeni zadné takové neobsahuje.

Formalng je postup vyjadien algoritmem 1. Casova sloZitost algoritmu je 0(|®|?),

prostorova slozitost je O(|®|).

5.2  Vynechani redundantnich pohybu

Definice 4 (redundantni pohyby). Posloupnost pohybu [k Uy > vy j=12,..,1],

kde I =[; €{1,2,..,§ = 2}|j = 1,2,..
redundantnz Jesthze |{k j=12,.

l}|—1 U, =,

l] je rostouci posloupnost méexu se nazyva
a pro vSechny pohyby

k,:u, = v, takové, ze11<1<llAt$1plat1k # ki, > w, €{u,v} 0

Algoritmus 2. Odstratiovani redundantnich pohyb.

function EraseRedundantMoves (&): sequence
1: do

2: | n <FindRedundantMoves(®)

3| ded—q

4: whilen # @

5 return @

function FindRedundantMoves (®): sequence
6: let [k1:u1 - vy, ...,k;_l:uf_l - 175_1] =0

7. fori=1,2,...,& — 2 do {zacatek redundantni}

8: forj=¢&—-1,6 —2,..,i +1do {konec redund.}

9: if k; = k; Au; = v; then

10: 1 « @ {redundantni posl.}

11: fort=1i,i+1,..,jdo

12: | if k; =k, thenn «nu{k; u, » v}

13: if CheckRedundantMoves(®, i, j) then return n
14: return ¢

function CheckRedundantMoves (&, i, j): boolean
15: let [ky:uy = Vg, e, keoqiUs g > Ve_q| = @
16:fort=i+1,i+2,..,j—1do

17: | ifk, # k; Aw; € {u,, v} then return False
18: return True

Redundantni pohyby
predstavuji jakési zo-
becnéni inverznich po-
hybl (inverzni pohyby
splituji definici redun-
dantnich pohybu). Jed-
na se o posloupnost po-
hybu, které dany kdmen
opétovné presunou do
stejného vrcholu, pfi-
tom ostatni pohyby fe-
Seni mezi prvnim a po-
slednim pohybem
V posloupnosti  nesmi
do daného vrcholu za-
sahovat.

Vynechani  redun-
dantni posloupnosti po-
hybi z feSeni toto fese-
ni zachova. Podobné
jako pro inverzni pohy-
by je nutno redundantni
posloupnosti odstraio-



vat opakovang, nebot’ odstranéni redundantni posloupnosti mize mit za nasledek

vznik jiné.

Forméalné je postup vyjadien jako algoritmus 2. Casovéa sloZitost algoritmu je

0(|®|*), prostorova slozitost je O(|®]).

5.3 Nahrazovani posloupnosti pohybi zkratkou

Definice 5 (dlouhd posloupnost). Posloupnost pohybu [k U = vy | j=12,..1],

kde I = [i; €{1,2, .. —2}|]_12
dlouha, ]esthze |{k |] =12,.
Uy
I <t<iALg Iplatlkt #k, =>{uw,v}inC=0.0

Algoritmus 3. Nahrazovani dlouhych posloupnosti.

function ReplaceLongMoves (@, G): sequence
1: do

2: | (n,m) <FindLongMoves(®, G)

4: while (n,m) # (@,[]

5: return @

function FindLongMoves (®, G): pair
et [k1 u, = vy, ...,k;_l:uf_l - 175_1] =0

7 fori=12,..,&— Zdo

8: for]—f—lf , ., i+ 1do

9: ifk; =k then

10: N« Q)

11: fort=1i,i+1,..,jdo

12: | if k; = k. thenn «nuU {k;:u, > v}
13: C «CheckLongMoves(®, i, j, 1|, G)
14: if C # [] then

15: let [c1,¢3, ey cn] =C

16: T« [kiicy = €y, kit Croq = €yl
17: return (n, )

18: return (@, [])

function CheckLongMoves (®,i,/,1,G = (V,E)): sequence
19: let [kll u; = vy, ...,k§_1:U§_1 - Uf—l] =0

20: (V',E") « G
2l:fort=i+1,i+2,..,j—1do
22: | ifk, # k; then

23:

V, < VI - {uuvt}
24; ‘ E «E n{{u,v}u,veV}
25: let C je nejkratsi cesta z u; do v v G =V,E"
26: if C je definovano and |C| < [ then return C
27: return []

l] je rostouci posloupnost 1ndexu se nazyva
LU =1 a v grafu G existuje cesta C = [¢; =
C2y vy G = V] takova ze n <l a pro vSechny pohyby k,:u, = v, takové, Ze

Dlouha posloupnost
pohybi je opét jakymsi
dalsim zobecnénim po-
sloupnosti  redundant-
nich pohybd (redun-
dantni posloupnost po-
hybu spliuje definici
dlouhé  posloupnosti
S tim, Ze za cestu C je
volena prazdnd po-
sloupnost vrchold). In-
tuitivné je dlouha po-
sloupnost pohybu tako-
va, ze ji lze nahradit
posloupnosti  pohybi
podél  kratsi  cesty
(zkratky), do které ale
nesmi zasahovat ostatni
pohyby mezi zacatkem
a koncem dlouhé po-
sloupnosti.

Plati, Ze posloupnost
pohybli vzniklad nahra-
zenim dlouhé posloup-
nosti posloupnosti po-
hybi podél zkracovaci
cesty C je opét feSenim
daného problému po-
hybu kament po grafu.
Z algoritmického hle-
diska je tfeba vétsi po-
zornost vénovat hledani

cesty C v definici. Je-li fixovan zacatek a konec posloupnosti, kterd je ovérovana
podle definice, lze postupovat tak, Ze vrcholy z ostatnich pohybli mezi zadatkem a



koncem posloupnosti jsou z grafu G docasné vypusStény a hleda se nejkratsi cesta
Vv takto modifikovaném grafu. Stejné jako v pfedchozich piipadech je nutno mit na
zfeteli, ze nahrazenim dlouhé posloupnosti mtize v feSeni vzniknout jind dlouha po-
sloupnost, kterda se predtim nevyskytovala. Proces nahrady je tedy nutné provadét
opakované.

Formalné je postup nahrazovani dlouhych posloupnosti pohybii vyjadien jako al-
goritmus 3. Casova slozitost algoritmu je O(|®|* + |®|3|V|?), prostorova sloZitost je
O(|®| + VI + [ED.

5.4  Shrnuti metod na odstranovani redundanci

Uvedené formalizace redundanci, jez byly objeveny za pomoci vizualizaéniho nastro-
je GraphRec, ptedstavuji postupna zobecnéni. Bylo by tedy mozné hovotit rovnou o
nahrazovani dlouhych posloupnosti, které zahrnuje obé ptedchozi opatfeni. Ovsem
vzhledem K rostouci vypocetni slozitosti algoritmi realizujici odstranéni obecné&jSich
redundanci toto neni vhodné. Vyhodngjsi je feSeni vyprodukované feSicim algorit-
mem nejprve podrobit analyze na inverzni pohyby, coz miZe feSeni zkratit, poté
v modifikovaném feSeni hledat redundantni posloupnosti pohybti a aZ nakonec se

v

V jiz potencialné zkraceném feseni.

6 Experimentalni vysledky

Navrzena opatfeni na odstranéni redundanci byla experimentalné vyhodnocena. Algo-
ritmy 1, 2 a 3 byly implementovany v C++ a byla navrzena testovaci sada probléma
pohybu kamenti po grafu. Reseni problémii nalezena pomoci algoritmu BIBOX-6 byla
poté podrobena popsanym opatfenim na odstranéni redundanci. Sledovanou veli¢inou
pritom bylo zkraceni feSeni oproti ptivodnimu, pro orientaci byl sledovan i ¢as béhu
algoritml. Opatfeni na zkraceni feSeni byly aplikovany tak, jak je popsano v sekci
5.4. Z prostorovych diivodi bude uveden jen fragment experimentalnich vysledkd.

Prvni prezentovana sada problémi pouzivala ndhodné vygenerovany 2-souvisly
graf 0 90 vrcholech. Nahodny 2-souvisly graf byl zkonstruovan postupnym piidava-
nim uch ndhodné velikosti z rovnomérného rozdéleni 2..10 ke kruznici velikosti 7.
Pocatecni a cilové rozloZeni kament bylo zvoleno jako ndhodna permutace.

Druha sada problémi byla zalozena na grafu, jehoz nakresleni odpovida mfizce o
velikosti 8 x 8. Pocate¢ni a cilové rozloZeni kameni v miizce bylo opét zvoleno jako
nahodna permutace. V obou pfipadech byly ndhodné permutace zkonstruovany pro-
vadénim kvadratického poctu transpozic.

Zkraceni feSeni bylo zkoumano v zavislosti na poc¢tu volnych vrcholt. Vysledky
experimentl jsou ukdzany na obrazcich 6 a 7. D4 se fici, ze pro ndhodny 2-souvisly
graf 1ze pomoci odstranéni redundanci zkratit feSeni az na polovinu. Pro mfizku bylo
ziskano zkraceni zhruba o 10%. Vysledky ukazuji, Ze nejvétsi pfinos ma odstraiiovani
redundantnich posloupnosti pohybil. Naopak odstrafiovani inverznich pohybi a pro-
vadéni nahrazovani dlouhych posloupnosti se ukazuje jako nepfili§ piinosné.
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problémech byl ¢as na
odstranéni inverznich
pohybd  neméfitelné
maly,  odstranovani

Obr. 6. Srovnadni ucinnosti opatieni na odstranéni redundanci na
nahodnych 2-souvislych grafech. Pro vice volnych vrchold Ize do-
sahnout zkraceni feSeni az 0 polovinu.

10000 Délka feseni - miizka 8x8 redundant,nich po-
sloupnosti trvalo

1000 P— —_— fadove vtefiny (coz je
00 || rn‘jl‘g’r‘:g" \X srovnatelné s tim, jak

°_§ 10 | Redundantni dlouho bézi samotny
£ 2 Dlouhé algoritmus BIBOX-0)
bl 1 ' ' ' ' ' ' ' a nahrazovani dlou-
'8 2 2 10 18 26 34 42 50 58 hych posloupnosti
Poéet volnych vrcholli trvalo fadové minuty

(méfeni probihalo na
pocita¢i s procesorem
Pentium 4, 2Ghz).
Spoleéné s vysledky ohledné zkraceni feSeni se tedy jako prakticky nejpouzitel-
n&j§i metoda jevi eliminace redundantnich posloupnosti pohybt. Dale také vysledky
ukazuji, ze vétsiho zkraceni feSeni je dosahovano v situaci, kdy graf obsahuje vice
volnych vrchold (konkrétné na miizkovém grafu lze patrné zlepSeni pozorovat, az
kdyz je alespon polovina vrcholll neobsazenych). To v8ak neni piekvapivé, nebot
definice odstranitelnych redundanci se podstatné opirda 0 vzajemnou neinterferenci
pohybi kamend, ktera je u problémi s omezenym neobsazenym prostorem mala.

Obr. 7. Srovndni ucinnosti opatieni na odstranéni redundanci na
mrizce 8x8. Dosahuje se zkraceni feSeni zhruba o 10%.

7  Shrnuti a zaveér

Predmétem studia v této praci byla kvalita (délka) feSeni probléml pohybu po grafu.
Konkrétné bylo zkoumano, zda feSeni vygenerovana pomoci existujicich algoritmi
neobsahuji jisté redundance a jaké povahy tyto redundance jsou. Pro odhaleni téchto
redundanci byl navrzen a implementovan vizualiza¢ni nastroj GraphRec.

Pomoci nastroje GraphRec byly odhaleny redundance nékolika druhd. V této praci
byly redundance formalné popsany a byly navrzeny algoritmy na jejich odstranéni.
Experimentalné pak byl prokdzan ptinos odstranéni zejména jednoho typu redundan-
ce. Byla rovnéz objevena charakterizace, ze ke znacnému zkraceni feseni odstranénim
redundanci dochazi zejména Vv piipade, kdy graf problému obsahuje vice volnych
vrchold. Provedené experimenty ukazaly zkraceni pivodniho feSeni az o polovinu.
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Annotation:

Visualization as a tool for acquiring knowledge about the quality of solutions of prob-
lems of motion on graphs

The quality (length) of solutions of problems of motion on graphs is addressed in this
paper. Existing state-of-the-art algorithms for generating solutions of these problems
are suspected of producing solutions containing redundancies of a priori unknown
nature. A visualization tool has been developed to discover such redundancies. Know-
ledge about solutions acquired by the tool served as basis for the formal description of
redundancies and for the development of methods how to detect and eliminate them.
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